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528.142
DANIELOVA, E.
Príspevok k vyrovnaníu nameraných údaj ov
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1978, Č. 7, s. 181-184,
lit. 5
Súčasná problematika teórie vyrovnania. Povodné riešenie
problému, ako vyrovnať sprostredkujúce merania so systé-
mom podmienok aj v singulárnej situácii (napr. závislosť
podmienok a multikolinearita v matici rovníc oprávl.

528.3
KUKUČA, j.
Súčasné problémy budovanía polohových síetí
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1978, Č. 7, s. 184-188,
lit. 57
Článok sa zabýva vedeckými, technickými a ekonomic-
kými aspektami pri budovaní polohových geodetických
sietí z hradiska vysokých požadaviek na parametre pres·
nosti polohových súradníc bodov v teréne.

528.2 : 629.783
KARSKÝ, G., KOSTELECKÝ, j.
jak se shoduji výsledky družicových metod?
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, Č. 7, s.188-192,
1 obr., 5 tab., lit. 7
JSou srovnávány tti družicové metody různého typu pro
určování geocentrických poloh jednotlivých bodů: geo-
metrická metoda VÚGTK, dynamická GSFC a kombinovaná
metoda SAD. Porovnání poloh 5 stanic určených z pozo·
rování v programu ISAGEX 1971 alespoň dvěma z techto
metod ukazuje, že mohou dát asi ste'jnou ptesnost v polo-
ze, rovnou 16-18 ffi.

528.489 : 656.21
HROMADKA, F.
Směrové opravy železničních oblouků zjednodušer.ou
metodou
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, Č. 7, s. 192-196,
2 obr., lit. 4
Článek se zabývá využitím počítače [ptevedením grafické
úlohy na početní) v zájmu urychlení metody obloukových
souřadnic. Teorie metody a výpočeni postup pro sestaveni
a odladění programu na počitači MINSK 22.

621.376.2 : 625.76

FLEGR, ).
Nové možnosti využití elektromagnetických hledačů
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, Č. 7, s. 196-2:0,
10 opr.
Článek se zabývá uplatněn:m elektromagnetických hleda-
čů v bě.žné geodetické praxi. Napt. pti vytyčeni nivelety,
prodlouzení ptímky, mětení mocnosti překážky a krátkých
nepřistupných vzdáleností, vytyčení rovnobězky s daným
směrem a dalšich.

528.142

,llAHI1EJ10BA, 3.

CTaTbJl K npoOJleMaTHKe ypaBHHnaHHJI HaMepeHHbIX ,llan-

nbIX

reo,lleaRqecKuŘ u KapTorpaepRqeCKRŘ 0630p, 22, 1976,

No 7, CTp. 1'81-184, JlRT. 5

COBpeMeHH3Jl np06J1eMaTRKa TeopHU ypaBHUBanHJl. ITep-

BOHaqaJlbHOe pemeHHe aa,llaqH KaK ypaBHRBaTb KOCBeH-

Hble U3MepeHHJl C CUCTeMOŘ YCJloBH,r TaKJKe u B cRHry-

JlJlpHOŘ cUTyaIJ;HH (HanpRMep aaBRCRMOCTb YCJlOBHii R

MYJlTRKOJIJlHHeapHocTb B MaTpRIJ;e ypaBHeHHŘ OIlIR60K).

528.3

KYKYlJ:A, :ft
COBpeMeHHbI€ aaTpY,llHeHRJl COaJlaHHJl cHTyan;HoHHblX

ceTeŘ

reo,lleaRqeCKHŘ u KapTOrpa$RqecKHŘ o6aop, 22, 1976,

No 7, CTp. 184-188, JIRT. 57

CTaTbJl COJIepJKHT HayqHble TeXHHqeCKHe li l'lKOHOMllqeC-

KHe ,llaIiHble ,llJlJl COa,llaHHJl cHTyačl,HOHHbIX reOJle3RqecKHX

ceTeH C TOqKR apeHRJl CTporux Tpe60BaHHŘ K napa-

MeTpaM TOqHOCrn nJlaHOBblX KOOpJlHHUT TOqeK Ha MeCT-

HOCTll.

528.2:629.783

KAPCKI1, 1'. - KOCTEllEl.l;IH1, Il.
KaK CXO,llJlTCJl peaYJlbTaTbI cnYTHHKoBblX MeTOJlOB?

reoJleaHqeCKRH u KapTOrpa$RqecKllŘ 06aop, 22, 1976,

No 7, CTp. 188-192, 1 pRC., 5 Ta6J1., JIHT. 7

CpanHHBaIOTCJl TpR cnyTHHKOBblX MeTOlla paaHoro TRna,

RcnoJlbayeMblx JlJlJl onpeJleJleHRJl reoIJ;eHTpliqeCKHX no-

JlOJKeHRŘ OTJleJlbHblX TOqeK: reOMCTpUqeCKHŘ MeTO.a

I1CCJleJlOBaTeJlbCKoro RHCTRryTa reOJleaU'H B ITpare, JlH-

HaMHqecKRH MeTOJl romI;ap.acKoro IJ;eHTpa li KOM6RHR-

poBaHHblŘ MCTOJl CMHTcoliOBCKOŘ 06cepBa-ropllH. CpaBHe-

HRe nOJlOJKeHHŘ 5 CTaHIJ;RŘ, onpeJleJleHHblX MRHRMYM

JlnYMJl ua :;THX MeTOJlOB no MaTepuaJlaM nporpaMMbl

I1CA)KEKC 1971 r. nOKaablBaeT, qTO MeTOJlbI: MoryT

.aaTb npRMepHO TY-JKe TO'IHOCTb, xapaKTepHayeMyro cp.

KB. OlUR6KOii no nOJlOJKeHRIO 16-18 M.

528.489:656.21

rpoMAIT.KA, <P.
ITonpanKu HanpaBJleHHJl JKeJleaH0J10pOJKHblX Jlyr ynpo-

iI\eHHblM MeTOJlOM

reoJleaRqeCKHŘ R KapTOrpa<!'UqeCKuŘ o6aop, 22, 1976,

No 7, CTp. 192-196, 2 pRC., JlUT. 4

CTaTbJl onUCblBaeT npuMeHeHRe 3J1eKTpoB!>IqRCJlUTeJlbHoŘ

MamUHbl (TpaHc<I>opMupoBaHue rpa.pHqeCKoŘ aaJla'lH Ha

BblqHCJlliTeJlhHYIO) JlJlJi YCKopeHHJl MeTo)(a JlyroBbix

KoopJJ:HHaT. TeopUJi MeTOJla u npOI~ecc BblllRCJleHllJl JlJlJi

COaJlaHUJi li IOCTUPOBKR BblqRCJlRTeJlbHoŘ nporpaMMbl Ha

3BM MI1IlCK-22.

621.376.2:625.78

<l> llErp, M.
HOBhle n03MOlKHOCTU npHMeHeHUJl 3JIeKTpoMarHHTHbIX

OTbICKHBaTeneH (KOHTPOJlbHbIX npu60pon)

1'eoJle3UqeCKRŘ li KapTorpa$U'IeCKllM: o6aop, 22, 1976,

No 7, CTp. 196-200, 10 pliC.

CTaTbJl COJlepJKHT JlaHHble o npllMeHcHRli l'lJleKTpoMar-

HUTHblX OTblcKRBaTeJleŘ - KOHTpOJlbHblX npll6o~BHa

reoJlealiqeCKoií: npaKTllKe. H'lllp"Mep npH paaOllBKe

npoeKTHoŘ JlRHRli Ilpocj>aJlJl, ní'0JloJlJKemm JlHHaR, npll

'RaMepeHllu ~IOmHOCTU npenJlTCTBIIJl li KOPOTKIIX He.ao'

cTynHblx paCCTOJlHllll, paaoaBKe napaJlJle.ITbHOll npHMoH

C .aaHHbIM HanpaBJleHHeM H Jlp.

528.142
DANIELDVÁ, E.
Beitrag zur Ausgleichung gemessener Daten
Geodet:cký a kartografický obzor, 22, 1976, Nr. 7,
Se;te 181-184, Lit. 5
Gegenwlirtige Problematik der Ausgleichungstheorie. Ur-
sprilngliche Losung des Problems wie vermittelnde Be-
obachtungen mit dem System von Bedingungen auch in
singularer Situation auszugleichen [z. B. Abhling'gke.t der
Multikolinearitlit in der Matrix der Verbesserungsglei-
chungen.

528.3
KUKUČA, j.
Gegenwlirtlge Probleme des Aufbaues von Lagenetzen
Geodeťcký a kartog~afický obzor, 22, 1976, Nr. 7,
Se.te 184-168, Lit. 57
D-e Behandlung befaBt sich mit wissenschaftlichen, tech-
nischen und okonomischen Aspektem beim Aufbau geo-
dlitischer Lagenetze aus dem Gesicht'punkt ho her Anfo--
derungen an dle Genauigkeil3parameter der Lagekoo;di-
naten von GeMuden lm Gelande.



528.2 : 629.783
KARSKÝ, G., KOSTELECKÝ, J.
Wle stlmmen dle Ergebnlsse der Sate1l1tenmethoden
iibereln?
Geodetický a kartografický obwr, 22, 1976, Nr. 7,
Seile 188-192, 1 Abb., 5 Tab., Lil. 7
ES werden drel SateUilenmethoden verschiedenen Typs
fUr die Bestimmung der geo"entrischen Lagen einzelner
Punkte verglichen: die geometrische Methode des FIGTK,
die dynamlsche Methode GSFC und dle kombinierte Metho-
dl' SAO. Ein Vergleich der aus der Beobachtung im Pro-
gramm ISAGEX 1971 bestimmten Lagen van 5 Sta'tionen
mlndestens mittels zwei von diesen Methoden ze'gt, dali
sil' ungeHihr eine gleiche Lagegenauigkeit geben konnen,
die 16-18 m betragt.

528.489 : 656.21
HROMÁDKA, F.
Rlehtungskorrektlonen van EIsenbahnbiigen mlttels
verelnfachter Methode
Geodetický a kartografický obwr, 22, 1976, Nr. 7,
Seite 192-196, 2 Abb., Lit. 4
Die Abhandlung befallt slch mit der Anwendung der Re-
chl'nanlage [Oberfiihrung der graphischen Anlage auf die
rechnerische) im Interesse einer Beschleunigung der Me-
thode der Bogenkoordinaten. Theorie der Methode und
Rechenablauf liir die Erarbeitung und Auspriifung (Ab-
stimmung) des Programms auf der Rechenanlage MINSK 22.

621.376:2 : 625.78
FLEGR, J.
Neue Anwedungsmiigllchkelten elektromagnetlseher Sucher
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, Nr. 7,
Seite 196-200, 10 Abb.
Die Abhandlung befallt sich mit der Geltendmachung elektro-
magnetischer Sucher in der Iaufigen geodatischen p:axis.
Z. B. bel der Absteckung der NiveHette, Veranderung einer
Geraden, Messung der Machtigkeit eines Hindernisses und
kurzer unzuganglicher Entfernungen, Ab'ij:eckung einl'r
ParaleUen mit gegebener Richtung und anderem.

528.142
DANIELOVÁ, E.
Contrlbution to Adjustment of Measured Data
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No. 7, pp. 181-184,
5 ref.
present problems of the adjustment theory. Original solu-
tion of adjustment of intermedlate observations with
a singular system of conditions (e.g. dependance of
conditions and multicorrelation in the matrlx of observa-
tion equations).

528.3
KUKUČA, J.
Present Problems of Buildlng up ceodetlc Networks
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No. 7, pp. 184-188,
57 ref.
Scientific, technicaI and economic aspects of building up
geodetic networks with. respect to the high demands on
accuracy of planimetric coordinates of fixed points.

528.2 : 629.783
KARSKÝ, G., KOSTELECKÝ, J.
What Is the Agreement between the Results af Satellite
Methads
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No. 7, pp. 188-192,
1 fig., 5 tab., 7 ref.
Three satellite methods of different type for determina·
tion of geocentrlc positions o: single polnts are compared:
geometrie method of the Research Institute of Geodesy in
prague, dynam,c method GSFC and combined method SAO.
Comparison of positions of 5 stations determlned from
observations in the ISAGEX 1971 Program, using at Ieast
two of these methods, shows, that aU the methods can
reach about the same accuracy in position of 16-18 m.

528.489 : 656.21
HROMÁDKA, F.
Dlreetlon Correetlons of Rallway curves by a SlmpIlfled
Method
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No. 7, pp. 192-196,
2 lig., 4 ref.
The artyole deaIswith application of computer (by trans·
forming a graphic solution to a computationaI one) aiming
to speed up compilation and testing of the program on
computer MINSK 22.

621.376.2 : 625.78
FLEGR, J.
New Posslbllltles of Eleetromagnetle Searchlng Instruments
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1978, No. 7, pp. 198-200,
LO lig.

APplication of electromagnetic underground detail search-
mg instruments in everyday survey practice, e.g. setting
out of the road grade lines, extention of a line, determi-
nation of thlckness of obstacles .and of short inascces-
sible dinstances, setting out of paraUeI lines, etc.

528.142
DANIELOVÁ, E.
conlrlbutlon a la compensatlon des données mesurées
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No 7,
pages 181-184, 5 bibliographies
probléme actuel dl' Ia théorie dl' Ia compensation. Solu-
tion orlginal du probléme dl' la compensation du levé
intermédiairB' avec 1'e systeme des conditions meme dans
une siluation' slnguliére (par exemple dépendance des con-
dtwns et Ia multicolinéarilé dans l'équation dl' matrice
les relations ďobservation).

528.3
KUKliČA, J.
problěmes aetuels de ľédlflcatlon des réseaux de sltuatlon

Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No 7,
pages 184-188, 57 biblioplaphles
L'article traite les aspects scientifiques, techniques et
économiques pendant l'édification des réseaux géodésiques
dl' situation, du point dl' vue exigib.l.tés concernant le pa-
ramétre dl' precision des coordonées dl' situation de points
dans le terrain.

528.2': 629.783
KARSKÝ, G., KOSTELECKÝ, J.
Comment s'aeordent les résuHats des méthodes
satel1ltalres?
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No 7,
pages 188-192, 1 mustration, 5 planches, 7 bibliographles
Pour déterminer les situations géocl'ntriques dl' polnts
particuliers 11 existe trois méthodes sateUitaires diffé-
centes: Ja méthode géométrique dl' I'lmtitut dl' recherches
[VÚGTK), Ja méthode'dynamique GSFC et la méthode com-
binée SAO. La comparaison dl' la sHustion des cinq sta-
tions déterminées dl' l'observation, effectuée dans le
aodre du programme lSAGEX 1971, au moins par deux
dl' ces méthode, montre qu'elles sont en mesure dl' pré-
sen tel' presque la méme précision dl' situation égale
á lti-18 m.

528.489 : 656.21
HROMÁDKA, F.
correct:ons dl' dlreclion des courbes de chemln de fer
par méthode simpllflée
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No 7,
pages 192-196, 2 il1ustralions, 4 bibliographies
Larticle s'occupe dl' l'exploitation dl' l'ordlnateur [con-
version du probléme graphique en probléme numériqul')
dans ľintérét dl' l'accélération dl' la méthode des co-
ordonnées curvilinéaires. Théorie dl' la méthode et pro-
cedé dl' calcul pour la composition et test du programme
sur ordinateur MINSK 22.

621.376.2 : 625.78
FLEGR, J.
Nouvelles posslbllltés ďexploltatlon des chereheurs
électromagnéliques
Geodetický a kartografický obzor, 22, 1976, No 7,
pages 196-200, 10 mustrations
L'article traile l'exloitation des chercheurs électromagné-
tiques dans la pratique gé'odésique courante. Par exemple
pour Ie jalonnement dl' ,Ia droite dl' projet, Ie prolonge-
ment de Ia droite, le levé dl' la puissance des obstacles
et des distances courtes inaccessibles, Ie jalonnement
dl' la parallél" avec direction donnée etc.
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Príspevok k vyrovnaniu nameraných
údaj ov

Úvod

Požiadavok praxe - z nameraných hodnot čo naj-
rýchlejšie získať výsledky použiteTné v ďalšej práci -
možno dnes, vďaka počítačom, realizovať lepšie ako
v minulosti; údaje resp. úlohu treba však vhodne pri-
praviť. Pri riešení úloh rozneho charakteru stretávame
sa vermi často s čiastkovou úlohou: nájsť riešenie li-
neárneho konzistentného systému m rovníc s n
neznámymi (napr. riešenie systému normálnych rov-
níc). Takýto systém pre počítač vhodne zapisujeme
maticovým sposobom; aj riešenie systému dostáva-
me potom v maticovom zápise - pravda, za predpo-
kladu, že existuje inverzná matica k matici daného
systému. Problém vyrovnania može viesť aj k situácii,
že matica normálnych rovníc nie je invertovaterná. Až
.vroku 1951 definoval švédsky geodet A. Bje r h am m ar
pojem zovšeobecnenej g-inverzie (anglicky "generali-
zed inverse") pre Iubovornú obdlžnikovú maticu typu
m X n (symbolicky ju zapisujeme A",.•• - má m
riadkov a n stlpcov, pričom m sa nemusí rovnať
n). Dovtedy sa vedeli počítať iba inverzné matice
k štvorcovým maticiam (m = n), pričom tieto museli
byť ešte aj regulárne, t.j. také, že ich determinant
(zapisujeme det A) je nenulové číslo.

Pomocné pojmy

Uvažujme systém m lineárnych rovníc s n
neznámymi:

1

~11'au, ... aI•• \

Am.••= . J je matica systému

a"'I' am2, ••• am ••

{~: \j
bmI= .. .

bm

je stlpcový vektor, ktorého zložky sú
pravé strany rovníc systému (1).

Ema Danielovi,
Katedra matematiky a deskrlptívnej geometrie,

Stroj. fakulta SVŠT

Riešiť takýto lineárny systém znamená nájsť x••.1
tak, aby po dosadení naspať do systému (1) smedostali
správne rovnosti. Nie každý systém možno riešiť;
podra toho, či má alebo nemá riešenie, nazývame ho
konzistentným alebo nekonzistentným.
Nech systém (1) je konzistentný, nech m = n a det

A*- O. Potom existuje jediné riešenie x••.1= A;Ib ••.I,
kde A;I je inverzná matica k matici A•• a vyhovuje
rovnostiam A.,A;I = I•• a A;IA., = I•• (I je jednotková
matica, ktorá má v hlavnej diagonále jednotky a ostat-
né elementy nulové].
Nech m = na det A = O. Potom matica A••nie je

zrejme regulárna a neexistuje k nej jediná inverzná
matica A;I. Vtedy nemožeme pri riešení systému (1)
postupovať ako doteraz.
Uvažujme teda všeobecný prípad systému (1): m

sa nemusí rovnať n. Ak nájdeme riešenie tohoto
systému, potom bude zrejme vyriešený aj prípad skor
uvedený, t. j. prípad m = n, det A = O.Podmienkou
konzistencie systému (1) je, aby vektor bm.1bollineár-
nou kombináciou stlpcov matice systému Am.•• (tzv.
Frobeniusova veta, uvádzaná v algebre). Jeho riešenie
(teraz už nie jediné) móžeme získať pomocou zovšeobec-
nenej g-inverzie A;.m k matici Am •••, čo zapisujeme
X•••1 = A;;'.mbm.I' Matica A;.m splňuje podmienku
Am.••A;.mAm.••= Am.••(definícia A. Bjerhammara).
V prípade, že systém nie je konzistentný, nemožem.e

nájsť jeho (exaktné) riešenie, ale napr. metódou naJ-
menších štvorcov (MNŠ) mažeme nájsť tzv. MNŠ-
riešenie, ktoré vyžaduje poznať špeciálny druh g-inver-
zie A;;'.mk matici A'Ir'i ,.

Prípad nepriameho merania parametrov so systémom
podmienok mažeme chápať ako prípad nepriameho me-
raniá jediného vektorového parametra so systémom
podmienok, čo symbolicky možno napísať takto:

(Y ••.1, Fm ••• {3••.I\ Gk •••{3••.1 = (!k.I' ~y) (2)

. kde Y••.1 je n-rozmerná náhodná premenná, ktorej
realizáciou sú namerané n-tice reálnych čísel

(3••.1 je n-rozmerný vektorový parameter, ktorého
odhad hradáme

Fm.••je matica plánu, ktorá je známa
Gk.••{3••.1= gk.I sú rovnice podmienok, zapísané

maticove ako systém
~y je kovariančná matica náhodnej premennej

Y••.1a je známa; pritom pre strednú hodnotu
náhodnej premene Y••.1 platí E( Y••.1) =
= Fm •••{3••.I·

kde E( Y ••.1) je vektor stredných hodnat náhodného
vektora Yn.1 tzn. vektor výsledkov bezchybného me·
rania.
Ďalej si uvedieme niektoré potrebné definície nových

pojmov, resp. pojmov už spomenutých, ktoré sa využí-
vajú pri výpočte najlepšieho (v zmysle minimálnej
variancie) nevychýleného lineárneho odhadu vektoro-
vého parametra {3n.1 V prípade známej kovariančnej

1976/181



Geodetickt a kartografickt obzor
182 roi!nfk 22/64, i!fslo 7/1976

Danielová, E.: Príspe7Jolc k vYlovnaniu nW11eraných
úda;ov

matice ~y, resp. v tom prípade, keď ~y= 0'2H, kde
H je známa matica a 0'2je neznámy parameter.
1. Kvadratická forma v n premenných Xl'

x2, ••• X •• je mnohočlen tvaru f(xl' x2' ••• X •• ) =
••

= ~ aiixixi = X' Ax, kde aii sú reálne čísla, pričom
i,j=1

indexy i, j nadobúdajú hodnoty 1, 2, ... na tvo-
ria maticu A". Vektor x~...je transponovaný (teda
riadkový) vektor k vektoru x••.I'
Kvadratická forma f(xl, '" xn) = x' Ax sa nazýva

pozitívne definítnou, ak pre každú nenulovú
n-ticu reálnych čísel (al, ... an) je číslo f(al' ... an)
kladné; vtedy aj matica kvadratickej formy A sa
nazýva pozitívne definítnou.
Kvadratická forma f(xl' '" xn) = x' Ax se nazýva

pozitívne semidefinítnou, ak pre každú nenu-
lovú n-ticu reálnychčísel (al, ... an) jef(al, ... an) ne-
záporné, přičom existujú nenulové n-tice reálnych
čísel (bl' ... bn), pre ktoré je f(bl, ... bn) nulové číslo;
vtedy aj matica kvadratickej formy A sa nazýva po-
zitívne semidefinítnou.
2. Majme sústavu k n-rozmerných vektotov

al, ... iik• Hovoríme, že sú lineárne nezávislé práve
vtedy, keď pre ne platí: clal + c2a2 + ... + Ckak = O
a CI = c2 = ... = Ck = O.
Hovoríme, že sústava má hodnosť h < k, ak medzi

vektormi al, ... ak existuje práve h lineárne nezá-
vislých vektorov, t. j. každá skupina h + 1 vektorov
z danej sústavy je už skupinou lineárne závislých
vektorov. Ak h + 1 vektorov je lineárne závislých,
potom móžeme vždy jeden z nich vyjadriť ako lineár-
nu kombináciu zvyšných h vektorov.
Matica Am •••má hodnosť h < min (m, n) práve vte-

dy, keď má h lineárne nezávislých riadkov resp.
stipcov.
Lineárny riestor vytvorený stipcami matice Am•••

a ich lineárnymi kombináciami sa nazýva stipcovým
priestorom matice A a označujeme ho.A'(A).
3. Pod skalárnym súčinom dvoch n-rozmerných

••
vektorov x, y rozumieme reálné číslo (x, y) = ~ XiYi =

.=1
= x'y. Skalárnysúčin vektoraso sebou samým (x,x) =

••= ~ xf= x'x je vždy nezáporné číslo a normu vektora.
.=1

x možnodefinovať takto: [Ixll= V(x, X) = Vx'x.
Norma vektora X vzhradom na pozitívne definítnu

maticu N je číslo l[xllN= Vx' Nx.
Seminorma vektora x vzhradom na pozitívne semi-

definítnu maticu N je číslo IlxllN= Vx'Nx.
4. "Minimum N-norm" riešenie konzistentného

systému Ax = b je také riešenie x = A;;;(N).b, ktoré má
minimálnu normu vzhradom na pozitívne definítnu
maticu N; matica, ktorá vytvára "minimum N-norm"
riešenie, sa označuje A;;;(N)a nazýva sa "minimum
N-norm" g.inverziou matice A.
Ak matica N je pozitívne semidefinítna, potom

A;;;(N)sa nazýva "minimum N-seminorm" g-inverzia
matice A.

••
5. Lineárna funkcia p'{3 = ~ Pi{3i sa nazýva nevy-

.=1
chý lene odhadnuterná vzhradom na daný model (2),
ak existuje lineárna funkcia L'Y + d taká, že platí

E(L'Y + d) = p'{3 pre (3splňujúce podmienky G{3 =
= --g. Všetky lineárne parametrické funkcie p'{3 sú
odhadnuterné vzhradom na model (2), keď hodnosť

matice utvorenej z matíc Fa G je h (~) = n, kde "n" je

počet neznámych parametrov, t. j. keď {3je n-rozmerný
vektor.
Odhad L'Y + d vzhradom na model (2) se nazýva

najlepší lineárny nevychýlený odhad (najlepší v zmysle
minimálnej variancie) parametrickej funkcie p'{3, ak
platí súčasne:
a) E(L'Y + d) = p'{3 za podmienky G{3= --g
b) 0'2(L'Y + d) je minimálna v triede lineárnych

nevychýlených odhadov p'{3.
6. Model (2) nazveme regulárnym, ak platí: h(~y) =

= n, h( Fm•n) = n < m, h(Gk•n) = k < n a k < n <
<m + k.
V prípade, že niektorá podmienka nie je splnená,

hovoríme o singulárnom modeli.
Model (2) sa dá tiež úspornejšie zapísať takto:

Riešenie problému

Nebudeme odhadovať priamo vektor parametrov (3,
ale jeho lineárnu funkciu p'{3,a to pomocou štatistiky
f(Y) - lineárnej v Y - ktorá má byť nevychýleným
odhadom parametrickej funkcie p' (3s minimálnou dis-
perziou:

Vypočítame najprv strednú hdnotu tejto štatistiky

E(f(Y) = E(L~Y - L;g) = L~F{3+
+ L;G{3= (L~F + L;G) {3 (4)

a pretože žiadame, aby odhad bol nevychýlený, musí
platiť

(L~F + L;G) (3= p'{3 <=> L~F + L;G = p' resp.
F'L1 + G'L2 = P (6)

Odhad bude teda nevychýlený, ak platí (6); táto
podmienka však hovorí, že vektor p patrí do lineár-
neho priestoru.A'(F', G') - zapisujeme p e.A'( F',G').
Ak teda budeme predpokladať, že p e.A'(F', G'), po.
tom vieme, že odhad f(Y) bude nevychýlený. Našou
úlohou je teda nájsť vektory LI' L2.
Prepíšeme (6) do tvaru

(F', G') (~:) = p

Riešením tejto maticovej rovnice - ktorá je kon-
zistentná,akovyplýva z predpokladu(p e.A'(F', G'))-
je

l~:)= (F', G')-.p

V triede lineárnych nevychýlených odhadov hra-
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dáme ten, ktorý má minimálnu disperziu. Preto si
najprv túto disperziu vypočítame a potom budeme
hfadať podmienky, za ktorých bude minimálna.

(J2(f(Y)) = (J2[L~Y- L;g] = (J2(L~Y)=
= L~ ~yLI = 11411l:y (9)

Vypočítajme si ešte seminormu vektora (~:) vzhfa-

d . 'd fin' o (~y O)om na seml e ltnu matlCu O O;

II (~:) 11(;y ~)= (~:r(;y ~)(~:) =

= L~ ~yLI = IILlli~y

Porovnaním (9) a (10) zistíme, že disperzia odhadovej
štatistiky je

Minimalizovať disperziu odhadovej štatistiky teda
znamená vlastne minimalizovať normu neznámeho

(LI) (~( O)vektora L
2

vzhfadom na maticu O O·

Ak sa vrátime do vzťahu (8), stačí nám v ňom za-
0ť o o (F' G') . . (~y O)mem g-lnverzlU , - za "mlmmum O 0-

seminorm" g-inverziu tej istej matice (F', G'), teda

(L~, L;) = p' o r F', G');;;(; f ~)r (12)

Našou ďalšou úlohou bude nájsť maticu (:) =

= (F'.•G');;;(~y g)

Na základe teórie g-inverzných matíc musí pre maticu

(~) platiť nasledujúci vzťah:

(
~y + FF' FG')- = (CI C2)

GF' GG' Ca C4

Po dosadení (14) do vzťahu (13) a po príslušných
úpravách dostávame:

(R) = (CIFD + C2GD) (15)
S CaFD + C4GD

kde: D = [F'CIF + G'CaF + F'C2G + G'C4G]-
CI = (~y + FF')-l + (~y + FF')-l FG'[GG' -

-GF'(~y + FF')-l FG'];GF'(~y +
+ FF')-l

C2 = - (~y + FF')-l FG'[GG' - G F' (~y +
+ FF')-l FG'];

Ca=C;
C4 = [GG' - GF'(~y + FF')-l FG];

Keď zhrnieme naše úvahy, máme pre odhadovú šta-
tistiku požadovaných vlastností tento výsledok:

• 'y L' , L' (Y )f(Y) = LI - 2g = (LI' 2) _ g =

Najlepší (v zmysle minimálnej variancie) lineárny
nevychýlený odhad lineárnej funk<,iep' tJ je teda daný
vzťahmi (15) a (16) za predpokladov, že pe .K( F', G')
a že matica ~{ + FF' je regulárna a matica GG' je
symetrická. Tieto predpoklady budú splnené, ak hod-
nosť kovariančnej matice k(~y) = n, hodnosť matice
plánu k( Fm•n) = 8< min(m, n) a počet podmienok je
menší ako počet neznámych parametrov, ktorý zase
neprevyšuje súčet počtu meraní a počtu podmienok
[k < n < m + k].
Kovariančná matica odhadu ~p je

pričom matice CI' C2, Ca, C4, D sú uvedené za vzťa-
hom (15).

Ak teraz kovariančná matica ~y bude mať tvar
~y = (12H, kde H je známa regulárna matica a (12
neznámy parameter, čo sa často v praxi stáva, potom
pre odhad a jeho kovariančnú maticu bude platit

(~(+ FF' FG')-(F)I- , , (~y+ FF' FG')-(F)]-=(R)
G F' GG' G (F, G ) G F' GG' G S

(13)

Teda pre výpočet matice (~) treba poznať g-inverziu

t· (~y + FF' FG') Ak d' . 'oma lCe G F' GG" uve ena matlCa ma tIeto

vlastnosti: 1. matica ~y + FF' je regulárna a 2. ma-
tica GG' je symetrická, potom na základe teórie
g-inverzných matíc vieme už určit tuto g-inverziu
pomocou matíc CI' C2, Ca, C4 nasledovne:

!(Y) = p'P = p'[D'{1 + F'(H + FF')-l FG'[GG' -
-GF'(H + FF')-l FG'];G -G'[GG'-
-GF'(H + FF')-l FG'];G} F'(H +
+ FF')-l Y + D'{-I + F'(H +
+ FF')-l F})G'[GG' + GF'(H +
+ FF')-l FG'];.g (18)

~p = (12D'{I- G'[GG' - GF'(H + FF')-l FG']; o
oG + F'(H + FF')-l FG'[GG' - GF'(H +
+ FF')-l FG'];oG} F'(H + FF')-l (19)
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Vidíme, že vo vzťahu (18) nevystupuje vobec nezná.
my parameter 0'2 a že teda možno aj v prípade nepozna-
nia tohoto parametra určiť najlepší (v Wlysle mini-
málnej variancie) lineárny nevychýlený odhad p'p.
Jeho kovariančná matica však už na 0'2 závisí.

Na záver podotknime, že úlohou tohoto príspevku
bolo poukázať na moderný prístup k problematike už
dávno známej, ukázať, že sa už hfadajú aj cesty na
riešenie singulárnej situácie, ktorá sa donedávna
obchádzala. Konečne úlohou príspevku bolo aj upozor-
niť na výhodnosť maticového zápisu roznych vzťahov.
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Súčasné problémy budovania
polohových sietí

Z vedeckých, technických a ekonomických aspek-
tov patrí budovanie polohových sietí medzi naj-
náročnejšie geodetické práce. Vysoké požiadavky
na parametre presnosti polohových súradníc budov
v teréne, slúžiacich vedeckým i praktickým účelom
obvykle mnohé desaťročia, predpokladajú vedecký
prístup k ich tvorbe. Pre budovanie rozsiahlejšej
siete je charakteristická i časová náročnosť a znej
vyplývajúce značné náklady. Práce trvajú dlhě roky,
a preto - v záujme maximálnej homogenity pres·
nosti na celom území štátu - technologické postu-
py majú stabilnejší a dlhodobejší charakter ako
u iných druhov geodetických prác.
Rozvoj vedy, meracej a výpočtovej techniky

v ostatných desaťročiach, ktorý zásadne ovplyv-
ňuje a podstatne mení metódy geodetických prác
všeobecne, však účinne zasahuje i do budovania
geodetických sietí. Zásluhou odborníkova vedcov
zo všetkých vyspelých štátov sveta dochádza
k zmenám v tradične zaužívaných technológiách
a postupoch týchto prác. Z hfadiska rozvoj a ro-
vinných trigonometrických sietí sú významně tieto
hlavně faktory: meracie prístroje (diafkomery),
matematické poznatky a výpočtová technika. Vďa-
ka elektromagnetickým, elektrooptickým a lasero-
vým diafkomerom prechádza sa z uhlových sietí
na d I ž k o v é. Rozvoj matematických vied umož-
ňuje nové postupy v matematickom spracovaní
nameraných výsledkov a principiálne nově postupy
v analýze a hodnotení presnosti určeni a ich para-
metrov. Podobnú úlohu hrá elektronická výpočtová

Ing. Ján Kukuča, CSc.,
Výskumný ústav geodézle a kartografie v Bratlslave

technika v oblasti numerického spracovania vý-
sledkov. Syntéza spomenutých faktorov umožňuje
budovať, resp. modernizovať geodetické siete exakt-
nejšfmi metódami než donedávna, vedecky nároč-
nejšie a na kvalitatívne vyššej úrovni, tzn. precíz-
nejšie a racionálnejšie.
Vysoké požiadavky na absolútnu i relatívnu po-

lohovú presnosť bodov, determinované vedeckými
a praktickými ciefami, sa kladú na základně (astro-
nomicko-geodetické) siete i na siete nižších rá-
dov. Súčasnýstav meracej a výpočtovej techniky
spolu s aplikáciou matematických vied ovplyvňuje
metodiku budovania polohových sietí obidvoch
druh ov.
Pre rozvoj základných geodetických sietí je cha-

rakteristický prechod z uhlověho merania na dIž-
kové, ako d6sledok priaznivejších parametrov pres-
nosti pri meraní dIžok než pri uhlových mera-
ni ach. Problém "triangulácia alebo trilaterácia"
bol riešený viacerými autormi, kým sa došlo k de-
finitívnemu, teoreticky zd6vodneněmu a prakticky
overenému stanovisku.
V [1] bol vykonaný výskum predností t l' i I a t e-

l' á c i e nezávisle na troch polohových sieťach,
v každej s určením všetkých strán a všetkých
uhl ov. Podfa met6dy najmenších štvorcov boli
vypracované rozne kombinácie obidvoOch metód.
Výsledkom sl! odporúčané kombinácie dIžkových
a uhlových meraní na dosiahnutie optimálnych
schém. Prednosti trilaterácie využíva napr. so-
vietsky systém RDS, ktorý umožňuje budovat po-
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lohové siete metódou Zem-lietadlo-Zem. Pozo-
stáva z jednej stanice umiestnenej v lietadle
a z troch pozemných staníc. Dialkomerom s do-
sahom 350 km (decimetrové vlny) sa meria dížka
medzi pozemnými stanicami a lietadlom za jeho
letu vo výške od 500 m do 2 km pri rýchlosti do
500 km/ho Po zavedení korekcií a redukcií sa vy-
počítajú prlslušné vzdialenosti (bližšie v [2]).
Uosiahla sa relatívna presnosť 1; 400 000, zodpo-
vedajúca presnosti určenia bod ov astronomicko-
-geodetickej siete.
Z vedeckého hladiska majú mimoriadny význam

tendencie vytvoriť jednotnú celo s v e t o v ú geo-
detickú sieť, ktoré presadzuje Medzinárodná geode-
tická as()ciácia (IAG). Nejednotnost súradnicových
systém ov a heterogénna presnosť v sieti jednotli-
vých štátov sp6sobená predovšetkým chybami sy-
stematického charakteru, komplikujú celý problém.
V posledných rokoch vznikol rad teoretických prác
i praktiCkých úspešných pokusov v oblasti spres-
nenia klasickej a súčasne i družicovej t r i a n g u-
l á c i e ich spoločným vyrovnaním. Výsledkom sú
overené homogénne siete. W o 1f rieši v [3] pro-
blém eliminácie systematických chýb pri spoločnom
vyrovnaní obidvoch triangulácií v troch etapách.
V prvej etape se vykoná výpočet v každom z obi-
dvoch systémov osobitne, v druhej sa analýzou od-
halia a kvantifikujú systematické chyby a pokial
ich prítomnosť je dokázaná a signifikantná, elimi-
nujú sa v tretej etape kombinovaným vyrovnaním
obidvoch systémov súčasne. Ten istý autor v [4] na-
vrhuje metódu na spresnenie výsledkov klasickej
triangulácie údajmi družicových sietí.
Problém, či pre vytvorenie svetovej geodetickej

siete možno okrem družicových pozorovaní použiť
i merania v trigonometrických a trilateračných sie-
ťach a takisto pozemné výškové merania, rieši aj
Hal m o s v [5] a dochádz& k záV8ru zhodnému
s [31 v otázke eliminácie systematických vplyvov.
R i n n e r v [6] dokazuje, že smery a d1žky v te-
restrickej sieti oc1voiené z družicových meraní
a takisto siete vybudované pomocllu družíc m6žu
spresniť klasickú európskú trianguláciu a prispieť
k spresneniu charakterist'k štruktúry jej chýb.
K r a k i w s k Y v [7] uverejňuie vypracovaný
postup vyrovnania družicovej siete a trilaterácie
v spojení s terestrickými úd3.jmi podla metódy
najmenších štvorcov. odvodzuje potrebné rovnice
a rieši otázky špeciálnych terestrických a družico-
vých mernni. Aktuálno'>ť otázky spresnenia základ-
ných geodetických sietí meraniami na družice Ze-
me potvrdzuje rad ďalších prác z posledných rokov
od viacerých autorovo .
Potrebu spresniť národné základné geodetické

siete, eliminovať z nich systematické chyby a vy-
tvoriť jednotný celosvetový homogénny systém na-
značujú i ňoteraišie skťísenosti komisie IAG na
prevvrovnnnie eurÓDsk'}i trigonometrickej siete.
POdla v/'slpnkov zvereinených nR XV. valnom
zhromaždpní M~nzinároc1flej g°'1detickei a geofy-
zikiílnej vnie flUGG] v Grenobli r. 1975 pri vý-
počte rc,znych variantov spoločného vyrovnania
trigonometrických sietí zftDlldn€j, severnej a juž-
nej Európy nreiavili sa na okraji siete systemat'cké
chvby v hfJdnotfl IlŽ nk'llo 50 cm.
Pri budovaní polohových geodetických sietí niž-

ších rádov ie z metodického hfadiska takisto ako
u :r.ákladných sietí aktuálny prechod z uhlových
meraní na d1žkové. akrem toho - a v súvis-
losti s problémom práve spomenutým - v ostat-
nom čase vynoril sa nový názor na postup v bu-
dovaní viacetapovej siete, podložený praktickými
skúsenosťami z budovania maďarskej trigono-

metrickej siete po II. svetovej vojne a opiera-
júci sa aj o teoretické štúdie. Ide o zmenu zása-
dy "z velkého do malého" na zásadu "z malého
do velkého", spočívajúcu v zmene zákonitosti ší-
renia a hromadenia chýb v dlžkových sieťach
oproti sieťam uhlovým. Štúdiu k tomuto problému
uverejnili Gerke a Pelzer [8]. Skúmali ší-
renie chýb v trilateračných sieťach; odvodili op-
timálnu d1žku pre jednotlivé elektronické diafko-
mery, pri ktorej disperzia m2 v jej meraní je mi-
nimálna. Na základe štúdia pravidelnej a nepravi-
delnej konfigurácie plošnej siete s rozličnými pa-
rametrami došli k záverom, že z dížkovej siete
nižšieho rádu možno odvodiť uhly a strany siete
vyššieho rádu s presnosťou. dosiahnutelnou priamym
meraním len s vefkými nákladmi. Ďalej z hladiska
teórie chýb nie je potrebné ani účelné priame me-
ranie prvkov v sieťach vyšších rádov a zásada
"z velkého do malého" stráca v d6s1edku techno-
logických zmien svoje odpodstatnenie. Niektoré
ďalšie podrobnosti uvádza V y k u t i 1 v [9] na str.
344-347.

Postupná preorientácia uhlových sietí na d1žko-
vé do zrlačnej miery vplýva na trend výskumu ob-
servačných metód a postupov; no napriek tomu
sa aspoň sporadicky objavujú práce, vačšinou
€xperimentálneho charakteru, zamerané na pro-
blematiku merania uhlov. Ich ciefom je redukcia
vplyvu premenlivých systematických chýb sposobe-
ných refrakciou. Výskumom týchto chýb pri meraní
uhlov na bodoch astronomicko-geodetickej siete
ZSSR sa venuje Kr j u k o v v [10]. Rešpektujúc
geografické ro~delenie teploty vzduchu vyšetruje
v priestore trigonometrickej siete teplotný gradient
a jeho vplyv na deformáciu geodetickej siete. Mož-
nosti v~počtu opráv z vodorovnej refrakcie po-
mocou vertikálneho teplotného gradientu, ktorý sa
vyšetrí pri meraní osnovy smerov na stanovisku prí-
stroia, udává Ta r t a čin s k i j v [11]. Padla neho
možno týmto postupom snížiť vplyv refrakcie na
pol.ovicu, ale vzhladom na vysoké náklady len
v prípade malého počtu smerov. Ten istý autor
v [12] sa zaoberá presnosťou merania uhlov v sieti
2. rádu v rovinných oblastiach a pahorkatin:ch;
matematickoštatistickými metódami skúma vplyv
náhodných a systematickýcll chýb, ktoré udáva
strednými chybami 0,51", resp. 0,62" (z vodorovnej
refrakcie) a 0,69" (konštantné systematické chyby).
Dokazuje, že zníženie vplyvu systematických chýb
je principiálne možné.

V ostatných rok ach boli vykonané úspešné poku-
sy zvládnuť refrakciu fyzikálne, disperznou metó-
dou. a prístrojoch - r e f r a k tom e t r o c h -
referovali sovietski vedci M i c h a i lov [13] a
P r i 1e p i n [14]. Novú metódu výpočtu koeficien-
tov refrakcie z meraných výškových uhlov uverej-
n~l Hra d i 1e k [15].

Snaha po dosiahnutí maximálnej presnosti v me-
raní uhlov orientuje aj v súčasnosti pozornosť na
podmienky a vplvvy s tab i 1i t Y signálov. V tes-
tovacej sieti CNIIGAiK v Moskve sa ukázalo [16],
že stredná chyba meraného smerll vplyvom nesta-
bílity signálu dosahuie hodnoty 1,3" až 1,9" v zá-
vislosti od výšky signálu a od ďalších faktor ov. Chy-
ba má systematický charakter, preto jej vplyv
možno znížiť alebo iu možno úplne eliminovať.
V súvisloSti so zvyšov'lním n:".rokov na presnosť

merania v t r i 1a t e rač n Ý Ch sieťach sa venuie
sústavná pozornosť fyzikálnym metódam merania
d1žok, problémom d1žkových etalánov, kalibrácii
diafkomerov, analýze elementárnych prístrojových
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